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Ziel

Familie von regularen Graphen mit
= wachsender Knotenzahl

= konstantem Grad

= spektraler Expansion 3

Idee: Starte mit festem Graphen und wende Graphoperationen an

Definition

Ein (N, D, ~v)-Graph
= hat N Knoten,

= st D-regular,

= und hat spektrale Expansion ~.
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Graphoperationen

Definition
Sei G = (V, E) ein D-regularer Graph, x € V,i e {1,...,D}.

V 5 NZ(x) := i-ter Nachbar von x in G
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Quadrierung

Definition
Sei G = (V, E) ein D-regularer gerichteter Multigraph.
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Quadrierung

Definition
Sei G = (V, E) ein D-regularer gerichteter Multigraph.

G? .= (V, E'), wobei
2
ix e VNG, (x) = NP (N,.G(x))
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Quadrierung

Definition
Sei G = (V, E) ein D-regularer gerichteter Multigraph.

G? .= (V, E'), wobei
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vx € Vi NG (x) = NP (N,.G(x))
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Quadrierung

Definition
Sei G = (V, E) ein D-regularer gerichteter Multigraph.

(2,1@(1,2)
2,20M1,1)
(1.2) (1,1 (2,2)(21)
— W
1,1042.2)

(1,2)0(2,1)

2
vx e Vi NG (x) = NP (N,.G(x))

G? := (V, E'), wobei
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Quadrierung

Lemma
Sei G ein (N, D,1 — \)-Graph. Dann ist G? ein
(N, D?,1 — \?)-Graph.
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Quadrierung

Lemma
Sei G ein (N, D,1 — \)-Graph. Dann ist G? ein
(N, D?,1 — \?)-Graph.

Beweis.

= M Irrfahrtsmatrix von G = M? Irrfahrtsmatrix von G2
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Quadrierung

Lemma
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Quadrierung

Lemma

Sei G ein (N, D,1 — \)-Graph. Dann ist G? ein
(N, D?,1 — \?)-Graph.

Beweis.

= M Irrfahrtsmatrix von G = M? Irrfahrtsmatrix von G2
= Erinnerung:

A > A(G) := max XM
xLlu ”X”

=Yx Lu:|[xM|| < M|x||
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Tensorprodukt

Definition

Sei Gy = (V4, Eq) ein Dy-regulérer und Gy = (Vo, E>) ein
D»-regulérer gerichteter Multigraph.

1 1
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Tensorprodukt

Definition

Sei Gy = (V4, Eq) ein Dy-regulérer und Gy = (Vo, E>) ein
D»-regulérer gerichteter Multigraph.

1 1

Gy ® Gp := (Vg x Vo, E), wobei

V(xy,x2) € Vi x Vo N((?,}-)QQGZ(XMXQ) = <NI.G1 (x1), N/.G2(X2)>
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Tensorprodukt

Definition

Sei Gy = (V4, Eq) ein Dy-regulérer und Gy = (Vo, E>) ein
D»-regulérer gerichteter Multigraph.

Gi ® Go := (Vi x Vo, E), wobei

V(X1,X2) eVix VW N&}?Gz
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Tensorprodukt

Lemma
Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Go ein (Na, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy @ Gz ein (N1 N>, D1 D>, min{fy1 , 72}).
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Tensorprodukt von Vektoren

Definition
Sei x € RM, y € R,

x®y € RMMe mit (x @ )i == xy
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Tensorprodukt von Vektoren

Definition
Sei x € RM, y € R,

x®y € RMMe mit (x @ )i == xy

Xy o XY
X®Yy ~ :
XNV o XNGYNG
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Tensorprodukt von Vektoren

Definition
Sei x € RM, y € R,

x®y € RMMe mit (x @ )i == xy

Xy o XY
XQYy ~ :
XNV o XNGYNG
~(xayr o xiyw, | | X o XY, )
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Tensorprodukt von Vektoren

Definition
Sei x € RM, y € R,

x®y € RMMe mit (x @ )i == xy

X1 )1 X1 YN,
X®Yy ~
XNy VA XNy YN,
~ (x4 xiyn, | Nz XNy YN, )
=(xy XN )



Tensorprodukt von Matrizen
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Tensorprodukt von Matrizen
Definition
Sei A c RMixNi B ¢ RN2xNz,

AR B e RM Nox N1 N mit (A X B)(i,j),(/’,j’) = a,‘7,'/bj’j/
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Tensorprodukt von Matrizen

Definition
Sei A € RMxNi B ¢ RNexNz,

AR B e RM Nox N1 N mit (A X B)(i,j),(l",j’) = a,-,,-/bj’j,

a B - anNB
A B= :
an 1B - aynB
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..
Tensorprodukt

= M, Irrfahrtsmatrix von Gy, Mo Irrfahrtsmatrix von G,
= M; @ M> Irrfahrtsmatrix von G @ Go
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..
Tensorprodukt
= M, Irrfahrtsmatrix von Gy, Mo Irrfahrtsmatrix von G,

= M; @ M> Irrfahrtsmatrix von G @ Go
= (M ® INz)(IN1 ® Ma) = My @ Mz = (/N1 ® Ma)(My @ INz)
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..
Tensorprodukt

= M, Irrfahrtsmatrix von Gy, Mo Irrfahrtsmatrix von G,
= M; @ M> Irrfahrtsmatrix von G @ Go

= (M ® INz)(IN1 ® Ma) = My @ Mz = (/N1 ® Ma)(My @ INz)

| |
aianB - anB

xey)(AeB)=(xy - xwy) :
aN1,1B - an,vB

15/44



..
Tensorprodukt

= M, Irrfahrtsmatrix von Gy, Mo Irrfahrtsmatrix von G,
= M; @ M> Irrfahrtsmatrix von G @ Go
= (M ® INz)(IN1 ® Ma) = My @ Mz = (/N1 ® Ma)(My @ INz)

| |
aianB - anB

x@y)(AB)=(xy - xnvy) :
ay 1B -+ an N B

i=1 i

Ny Ny
=1 Y xayB --- > xainyB
' =1
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..
Tensorprodukt
= M, Irrfahrtsmatrix von Gy, Mo Irrfahrtsmatrix von G,

= M; @ M> Irrfahrtsmatrix von G @ Go
= (M ® INz)(IN1 ® Ma) = My @ Mz = (/N1 ® Ma)(My @ INz)

. aianB - anB
x@y)A®B)=(xy - xny) :
an,1B - annB
Ny Ny
= ( Z iai1yB - ’Z%Xiai,MyB)
= (xA) @ (yB)
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Tensorprodukt
Lemma

Sei Gy ein (Ny, D1,~1)-Graph und G, ein (N2, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy ® Gz ein (N1 Nz, Dy Do, min{~y1,72}).
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Tensorprodukt
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Sei Gy ein (Ny, D1,~1)-Graph und G, ein (N2, D2, ~2)-Graph. Dann
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Beweis.
Sei x € RNNe mit x L up, .
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Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Gy ein (N, D2, ~2)-Graph. Dann
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Tensorprodukt

Lemma

Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Gy ein (N, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy ® Gz ein (N1 Nz, Dy Do, min{~y1,72}).

Beweis.

@
Sei x € RNNe mit x L up, . ® RN
éz\b A L

@

x:(x(1) s x(N) )
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Tensorprodukt

Lemma

Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Gy ein (N, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy ® Gz ein (N1 Nz, Dy Do, min{~y1,72}).

Beweis. .
Sei x € RNNe mit x L up, . ® i N/
éz\b A LR
@
x:(x(1) X(N1))
_ [ M) (X0, upy ) (1)L
B ( <UN2 UN2> Ne <UN2’UN2> UN, + ( X
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Tensorprodukt

Lemma

Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Gy ein (N, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy ® Gz ein (N1 Nz, Dy Do, min{~y1,72}).

Beweis. .
Sei x € RNNe mit x L up, . ® i N
éz\b A L
@
X = ( x(M) .. x(Ny) )
_( xOuny) (M) (DL
a ( {Ung -, ) Une (U, un, ) Une +(

:y®uN2+x¢
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Tensorprodukt
Lemma

Sei Gy ein (N1, Dy,~1)-Graph und Gy ein (N, D2, ~2)-Graph. Dann
ist Gy ® Gz ein (N1 Nz, Dy Do, min{~y1,72}).

Beweis.

Sei x € RMMNe mit x L up, p,.- ﬁ ?

= ( x(M) ... x (M) )

_ [ W) (M)

B ( (UNz’uN2> UN, <UN2’UN2> UN, +(
=y ®© Uy, +X*

mit y L uy, und XD+ 1 up,
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Tensorprodukt

Beweis. .
X=y®uyn, +xtmity Luy, xDL L uy, und x L up,p,
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Tensorprodukt

Beweis. .
X=y®uyn, +xtmity Luy, xDL L uy, und x L up,p,

" |[(y @ Un,)(My @ Mo) |2 < (1 —71)2|ly @ upy|[?
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Tensorprodukt

Beweis. .
X=y®uyn, +xtmity Luy, xDL L uy, und x L up,p,

" |[(y @ Un,)(My @ Mo) |2 < (1 —71)2|ly @ upy|[?
=[x (M @ Mp)|12 < (1 —72)?)Ix*H|12
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Tensorprodukt

Beweis. .
X=y®uyn, +xtmity Luy, xDL L uy, und x L up,p,

" |[(y @ Un,)(My @ Mo) |2 < (1 —71)2|ly @ upy|[?
" | xE(My @ Mg)|12 < (1 —72)2]IxH2
" (y @ un,)(My @ Mp) L xH(My @ Mp)
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Uberblick Graphenoperationen

= Quadrierung verbessert Expansion ~
= Tensorierung verbessert Knotenanzahl N
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Uberblick Graphenoperationen

= Quadrierung verbessert Expansion ~
= Tensorierung verbessert Knotenanzahl N

m Zick-Zack Produkt G @H verbessert Grad D
Idee: Zufallsschritt in G @H = Schritt in G, der zufallig von H
gewahlt wird.

19/44
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Definition Zick-Zack Produkt

Definition

Es seien ...

® G ein Dy-regularer Graph mit Ny Knoten,
= H ein Ds-regularer Graph mit N> Knoten.

Das Zick-Zack Produkt G @H ist ein Graph mit Knotenmenge
G x H.
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Definition
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® G ein Dy-regularer Graph mit Ny Knoten,
= H ein Ds-regularer Graph mit N> Knoten.

Das Zick-Zack Produkt G @H ist ein Graph mit Knotenmenge
G x H.

Zu a, b € [D-] berechnet sich der (a, b)-te Nachbar (v, /) eines
Knotens (u, i) wie folgt:
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Definition Zick-Zack Produkt

Definition

Es seien ...

® G ein Dy-regularer Graph mit Ny Knoten,

= H ein Ds-regularer Graph mit N> Knoten.

Das Zick-Zack Produkt G @H ist ein Graph mit Knotenmenge

G x H.
Zu a, b € [D-] berechnet sich der (a, b)-te Nachbar (v, /) eines

Knotens (u, i) wie folgt:

1. Wahle den a-ten Nachbarn i von i in H.

2. Wahle den /’-ten Nachbarn v von u in G. Hierbei sei j/ € D- so,
dass (u, v) die i’-te Kante ist, die u verlasst und gleichzeitig die
j-te Kante, die in v hineingeht.

3. Wahle den b-ten Nachbarn j von j" in H.
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Definition Zick-Zack Produkt
G H

LN
/M\@/
TN

S
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Definition Zick-Zack Produkt
G H

LN
/M\@/
TN

R
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Definition: Zick-Zack Produkt
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Parameter des Zick-Zack Produkies

® G@H hat N; Dy Knoten.
= G@H ist D3 regular.

Der Grad von G@H wird kleiner, wenn Dg < Dy ist.
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Parameter des Zick-Zack Produkies

® G@H hat N; Dy Knoten.
= G@H ist D3 regular.

Der Grad von G@H wird kleiner, wenn Dg < Dy ist.

Und die Spektralexpansion?
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Parameter des Zick-Zack Produkies

Theorem
Ist G ein (N1, Dy,~v1)-Graph und H ein (D1, Dy, ~2)-Graph, dann ist
das Zick-Zack Produkt G@H ein (N D1, D3, v1~3)-Graph.

Im Besonderen gilt \(G@H) < A(G) + 2\(H)
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Beweis: Spektralexpansion des Zick-Zack
Produktes

A,B,M Irrfahrtsmatrizen fir G, H und G@H
Zerlege M in Einzelschrittmatrizen

= B:= Iy, ® B (Schritt auf H)
= A Permutationsmatrix zum Schritt (u,i")y = (v,j), d.h.

1 (u,v) ist die /’-te Kante, die aus u
hinausgeht und die j'-te Kante, die
in v hineingeht

0 sonst

A((u, 1), (v, f)) =

Damit ist M = BAB.
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Beweis: Spektralexpansion des Zick-Zack
Produktes
= Matrix-Dekomposition

Fehlerterm

r——
B =92J + (1 = 12)E,

wobei J = (1/Dy);; und ||E| < 1.
= Das gibt _ ~ ~
B=od + (1 —1)E,

wobei J = Iy, ® J, E = Iy, ® E und

IE| = |Ell|ln, || <1
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e
Beweis: Spektralexpansion des Zick-Zack

Produktes
Einsetzen in M = BAB:

M = (y2d + (1 — 72) E)A( 72J+ (1 —72)5)

— Y2 =R SRR
= JAJ + (1 — EAJ + EAE + JAE)
=72 ( 72 A 11 14

-~

=:F
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Beweis: Spektralexpansion des Zick-Zack

Produktes
Einsetzen in M = BAB:

M = (y2d + (1 — 72) E)A( 72J+ (1 —72)5)
EAJ+ — R EAE +
147

= 13JAJ + (1 —~3) 1+7232\E)

-~

=:F

Abschatzen:

14+
14+

IFI <

1 - <
T (272HEH||A||HJH +(1 —72)HEIHIAHHEH) <
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Beweis: Spektralexpansion des Zick-Zack
Produktes

= Beobachtung: o
JAJ=A®J
= Damit:
M=15AcJ+(1-%)F
= Finale Abschatzung:

AM) <BEMA@J)+ (1 —15)
=95(1=71)+ (1 -15)
=173
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Zwischenstand

Graphenoperationen:

= Quadrieren — verbessert Expansion

® Tensorieren — verbessert Knotenanzahl N
® Zick-Zack Produkt — verbessert Grad D

Setze alles zusammen
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Definition milde und voll explizit

milde explizit
Vollstéandige Darstellung des Graphen in poly(/N)

voll explizit
Berechne den i-ten Nachbarn eines Knotens in poly(log N)
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Milde explizite Konstruktion eines
Expandergraphen

Milde explizite Konstruktion
Sei H ein (D*, D, 7/8)-Graph.

Setze G; = H?
Gyt = GiOH

Fur alle t ist G; ein (D*, D?,1/2)-Graph und diese Konstruktion ist
milde explizit.
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Beweis: Milde expliziter Expandergraph

H=(D* D,7/8), Gi1 = GE@H, Beh.:G;=(D* D?1/2)

® { =1 ist Quadrierung, d.h.
H? ist ein (Ny, D4,1 — (1 — yy)?) Graph

= Einsetzen
v(Gy)=2-7/8—-49/64 >1/2 /
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Beweis: Milde expliziter Expandergraph

H=(D* D,7/8), Gi1 = GE@H, Beh.:G;=(D* D?1/2)

= Anzahl Knoten:
Neet = NNy = DX
= Grad:
deg(Gi1) = deg(H)? = D?
= Spektralexpansion:

MGii1) S MG2) +2\(H) <1/4+2/8=1/2
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Beweis: Milde expliziter Expandergraph

H=(D*D,7/8), G =G2@H, Beh.:G = (D" D?1/2)

= Wesentlicher Schritt: Auswertung der Kantenpermutation
(u, i) — (v,J).

time(Gy) = 2time(Gy_1) + poly(log(Ny))

= 2'poly(log(N1))
— NEO)
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Beweis: Milde expliziter Expandergraph

H=(D* D,7/8), Gi.1=G?@H, Beh..Gi= (D" D?1)2)
= Wesentlicher Schritt: Auswertung der Kantenpermutation
(u, i) — (v,J).
time(G;) = 2time(G;_1) + poly(log(N))

= 2'poly(log(N1))
— NEO)

® Ldsung: Mehr Knoten.

38/44
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Voll explizite Konstruktion eines Expandergraphen

Konstruktion
Sei H ein (D8, D, 7/8)-Graph.

Setze Gy =H?
Gir1 = (Gr® G)°’@H

Fir jedes t € N ist G; ein (D3@ 1) D2 1/2) Graph und die
Konstruktion ist voll explizit.
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Beweisskizze: Voll expliziter Expandergraph

= Neue Knotenanzahl
2 2 2 ot—1 = 2f
Ny = N2 Ny = (N,_ZNH> Ny =--- =N T N3
i=0
— N12’*1N'E;_1—1 — D8(2’—1)

= Entsprechend

time(Gy) = 4'poly(log Ny)
= poly(log N;)
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Beweisskizze: Voll expliziter Expandergraph

= Neue Knotenanzahl
2 2 2 ot—1 = 2f
Ny = N2 Ny = (N,_ZNH> Ny =--- =N T N3
i=0
— N12’*1N'E;_1—1 — D8(2t—1)

= Entsprechend

time(Gy) = 4'poly(log Ny)
= poly(log N;)
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Voll explizite Konstruktion mit dichteren Knoten

Konstruktion
Sei H ein (D8, D, 7/8)-Graph.

Setze Gy =H?
Gt = (Grij2) ® Gly2))°@H

Fir jedes tist Gy ein (D8(1=") D2 1/2) Graph und die
Konstruktion ist voll explizit.
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e
Voll explizit

= Anzahl der Knoten:  D8(2=1)
m Zeit:

time(Gy) = 2(time(Gyy/21) + time(Gy/2)))
— O(4Iog(t+1))
= poly(t)
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Ernte

Theorem

Zu jeder Konstanten D € N gibt es eine Familie von
Expandergraphen (G¢)icn, SO dass jedes G; ein voll expliziter
Expander vom Grad D? mit Spektralexpansion 1/2 und

N; = D8=1) Knoten ist.
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