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Algebraic varieties

Definition
A variety is the common zero set of a system of polynomial equations.

A variety looks like a manifold almost everywhere:

Definition
A variety is irreducible if it is not the union of two proper subvarieties.
The dimension of an irreducible variety is its local dimension as a manifold.



Structure from Motion

Reconstruct 3D scenes and camera poses from 2D images
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How to reconstruct?

Image Algebraic Output:
reconstruction 3D sce,n%‘;g:k cameras

matching

Identify common Reconstruct
points, lines & 3D points & lines
curves on images and camera poses

0

algebraic inverse problem:
solve system of polynomial equations
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Eine Kamera ist eine surjektive Projektion P3 --» [P?,
gegeben durch eine 3 x 4 matrix A vom Rang 3.

Sie macht ein Bild von einem Punkt x via x — Ax.
Weil A € P(R3*4) =2 P, erhalten wir eine rationale Abbildung

P x P3 —-» P2,
(A, x) — Ax.
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2 Kameras fotografieren 7 Punkte:

(P11)2 % (IP)3)7 sy (IP)2)7 % (P2)7,

(A17A23X1,X27 900 5X7) T (A1X17A1X27 0, & 7A1X77 S < 5 A2X17A2X2a Qo8] A2X7)‘

3D-Rekonstruktion:

¢ Gegeben: Bildpunkte y11,y12,...,Y1,7, - -+, Y21, ¥22,--.,¥27 € P2
o Gesucht: Kameras Aj, A> € P und 3D-Punkte x, xo, ..., x7 € P3,
so dass

Aix;=y;; fiurallei=1,2undj=1,2,...,7.

Dann nennen wir (A1, A2, X1, X2, ..., x7) eine Losung fiir die Bildpunkte y; ;.
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3D-Rekonstruktion ist nur moglich bis auf
3D-Koordinatenwechsel

Die projektive allgemeine lineare Gruppe
PGL(4) = {g € P(R™*) | det(g) # 0}

wirkt auf Kameras und 3D-Punkten, ohne die Bilder zu verandern:
g-(A1, Az, X1 X0k - -, X7) == (Alg_l, Agg_l,gxl, 20, gx7)
=yij=Ax=Ag 1 gx

Wenn die Bildpunkte y;; eine Losung haben, dann gibt es unendlich
viele Losungen!



Theorem:
Uber C haben fast alle Bildpunkte y; ; genau 3 Losungen modulo PGL(4).



Theorem:
Uber C haben fast alle Bildpunkte y; ; genau 3 Losungen modulo PGL(4).

Idee: Lose in 2 Schritten:
1) Rekonstruiere erst nur die Kameras A, A> (modulo PGL(4)).



Theorem:
Uber C haben fast alle Bildpunkte y; ; genau 3 Losungen modulo PGL(4).

Idee: Lose in 2 Schritten:
1) Rekonstruiere erst nur die Kameras A, A> (modulo PGL(4)).
2) x; ist die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

Ai1Xj = y1,j
Axxj =y j
¥

Q‘ ]
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Kameras modulo PGL(4)

Betrachte feste, aber beliebige Kameras A;, Ao mit verschiedenen Kernen
(= Kamerazentren).

Das Bild der Abbildung

O ay PP -2 P2 x P2
x — (A1x, Axx)
bleibt unverandert unter der PGL(4)-Wirkung
g.(A1, A2) == (A1g 1, Axg 1)

Weil dimim ®4, 4, = 3, gibt es genau ein Polynom (bis auf Skalierung), das
auf dem Bild verschwindet.



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2
X = (AlX, A2X)



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2
X = (AlX, A2X)

(V1,y2) € im Py 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2
X = (AlX, A2X)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2
x = (A1x, Axx)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2

& Ix e R*\ {0}, EI)\l,)\geR\{O}:[Ql y01 yo] [x =23 -Xx]=0
2 2



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2

x = (A1x, Axx)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2

& Ix e R4\ {0}, EI)\l,)\geR\{O}:[Al i 0] [x =M —X] =0

A> 50593

Ay y1-0

= det =0
[Az 0 )/2]



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2

x = (A1x, Axx)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2

& Ix e R4\ {0}, EI)\l,)\geR\{O}:[Al i 0] [x =M —X] =0

A 0w
Al y1 0]
= det =0

1 [Az 0

¢ Dies ist das eindeutige Polynom, dass auf im ® 4, 4, verschwindet!



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2

x = (A1x, Axx)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2

& Ix e R4\ {0}, EI)\l,)\geR\{O}:[Al i 0] [x =M —X] =0

A 0w
Al y1 0]
= det =0

1 [Az 0

¢ Dies ist das eindeutige Polynom, dass auf im ® 4, 4, verschwindet!
o Es ist bilinear in y; und y».



Kameras modulo PGL(4)

aypp i PP -2 P2 x P2

x = (A1x, Axx)

(y1,y2) € im Py, 4,
& IxeP3: Aix =y, Aox = o
& dx e R4 \ {O}, 3)\1,)\2 & R\ {O} Aix = )\1y1,A2x = )\2)/2

& Ix e R4\ {0}, EI)\l,)\geR\{O}:[Al i 0] [x =M —X] =0

A 0w
Al y1 0]
= det =0

1 [Az 0

¢ Dies ist das eindeutige Polynom, dass auf im ® 4, 4, verschwindet!
o Es ist bilinear in y; und y».
o Daher ist es von der Form y, - Fa, a, - y1, wobei Fa, a, € P(R3*3).
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Kameras modulo PGL(4)

Die Abbildung
]P;(R3><4) % P(R3X4) S ]P’(R3X3),
(A17A2) o FAl,Az
ist invariant unter der PGL(4)-Wirkung g.(A1, A2) := (Aig ™1, Axg™1).

o Ai(ker Ay) = ker Fa, 4,
o Ay(ker A1) = coker Fa, a,
o rank Fa, 4, =2
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Kameras modulo PGL(4)

Proposition: Die Abbildung

(P(R¥**) x P(R¥**)) /PGL(4) --» {F € P(R¥3) | det F = 0}
(Al,Ag) s FA17A2

ist birational.

In anderen Worten: Eine generische 3 X 3-Matrix £ vom Rang 2 beschreibt
genau ein Kamerapaar (A1, A2) modulo PGL(4).
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3D-Rekonstruktion

Da die Varietit F := {F € P(C3*3) | det F = 0} Dimension 7 und Grad 3
hat, gibt es fur generische Bildpunkte
VLI Y122 VLT - o5 Y2,1,Y22,- -+, Y27 € P? genau 3 Matrizen F € F, so
dass

Vo e afiin-alle jsSINPNT . 7.

Theorem:
Uber C haben fast alle Bildpunkte y;; genau 3 Losungen modulo PGL(4).

Idee: Lose in 3 Schritten:
0) Rekonstruiere 3 Matrizen F wie oben.
1) Fiir jedes F, berechne die eindeutigen Kameras A;, Ay (modulo

PGL(4)).
2) xj ist die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
A1xj =y
Aoxj =y j
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In der Praxis...

konnen nicht beliebige 3 x 4 Matrizen A Kameras modellieren, da gewisse
interne Kameraparameter vorgegeben sind, z.B. die Brennweite.

Das gelaufigste Kameramodell sind Matrizen der Form
A =[R|t], wobei R € SO(3),t € R>.

=\

Rt
(O\OIBT“-\\

i
(Xl‘“@)

Jetzt wirkt nicht die ganze Gruppe PGL(4), sondern

G = {g: [’3’ ;] |ReSO(3),t6R3,)\eR\{O}}.



