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Was ist eine Kamera?

Eine Kamera ist eine surjektive Projektion P3 󰃚󰃚󰃄 P2,
gegeben durch eine 3× 4 matrix A vom Rang 3.

Sie macht ein Bild von einem Punkt x via x 󰀁→ Ax .

Weil A ∈ P(R3×4) ∼= P11, erhalten wir eine rationale Abbildung

P11 × P3 󰃚󰃚󰃄 P2,

(A, x) 󰀁→ Ax .
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Gegeben: Bildpunkte y1,1, y1,2, . . . , y1,7, . . . , y2,1, y2,2, . . . , y2,7 ∈ P2

Gesucht: Kameras A1,A2 ∈ P11 und 3D-Punkte x1, x2, . . . , x7 ∈ P3,
so dass

Aixj = yi ,j für alle i = 1, 2 und j = 1, 2, . . . , 7.

Dann nennen wir (A1,A2, x1, x2, . . . , x7) eine Lösung für die Bildpunkte yi ,j .
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3D-Rekonstruktion ist nur möglich bis auf

3D-Koordinatenwechsel

Die projektive allgemeine lineare Gruppe

PGL(4) = {g ∈ P(R4×4) | det(g) ∕= 0}

wirkt auf Kameras und 3D-Punkten, ohne die Bilder zu verändern:

g .(A1,A2, x1, x2, . . . , x7) := (A1g
−1,A2g

−1, gx1, gx2, . . . , gx7)

⇒ yi ,j = Aixj = Aig
−1 · gxj

Wenn die Bildpunkte yi ,j eine Lösung haben, dann gibt es unendlich
viele Lösungen!
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Idee: Löse in 2 Schritten:
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3 󰃚󰃚󰃄 P2 × P2,

x 󰀁→ (A1x ,A2x)

bleibt unverändert unter der PGL(4)-Wirkung
g .(A1,A2) := (A1g

−1,A2g
−1).

Weil dim imΦA1,A2 = 3, gibt es genau ein Polynom (bis auf Skalierung), das
auf dem Bild verschwindet.
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󰀗
A1 y1 0
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󰀘 󰀅
x −λ1 −λ2

󰀆
= 0

⇒ det

󰀗
A1 y1 0
A2 0 y2

󰀘
= 0

Dies ist das eindeutige Polynom, dass auf imΦA1,A2 verschwindet!

Es ist bilinear in y1 und y2.

Daher ist es von der Form y⊤2 · FA1,A2 · y1, wobei FA1,A2 ∈ P(R3×3).
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(A1,A2) 󰀁−→ FA1,A2

ist invariant unter der PGL(4)-Wirkung g .(A1,A2) := (A1g
−1,A2g

−1).

A1(kerA2) = ker FA1,A2

A2(kerA1) = cokerFA1,A2

rankFA1,A2 = 2
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Kameras modulo PGL(4)

Proposition: Die Abbildung

󰀃
P(R3×4)× P(R3×4)

󰀄
/PGL(4) 󰃚󰃚󰃄 {F ∈ P(R3×3) | detF = 0}
(A1,A2) 󰀁−→ FA1,A2

ist birational.

In anderen Worten: Eine generische 3× 3-Matrix F vom Rang 2 beschreibt
genau ein Kamerapaar (A1,A2) modulo PGL(4).
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y1,1, y1,2, . . . , y1,7, . . . , y2,1, y2,2, . . . , y2,7 ∈ P2 genau 3 Matrizen F ∈ F , so
dass

y⊤2,j · F · y1,j = 0 für alle j = 1, 2, . . . , 7.

Theorem:
Über C haben fast alle Bildpunkte yi ,j genau 3 Lösungen modulo PGL(4).

Idee: Löse in 3 Schritten:

0) Rekonstruiere 3 Matrizen F wie oben.
1) Für jedes F , berechne die eindeutigen Kameras A1,A2 (modulo

PGL(4)).
2) xj ist die eindeutige Lösung des linearen Gleichungssystems

A1xj = y1,j

A2xj = y2,j
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In der Praxis...
können nicht beliebige 3× 4 Matrizen A Kameras modellieren, da gewisse
interne Kameraparameter vorgegeben sind, z.B. die Brennweite.

Das geläufigste Kameramodell sind Matrizen der Form

A = [R |t], wobei R ∈ SO(3), t ∈ R3.

Jetzt wirkt nicht die ganze Gruppe PGL(4), sondern

G :=

󰀝
g =

󰀗
R t
0 λ

󰀘
| R ∈ SO(3), t ∈ R3,λ ∈ R \ {0}

󰀞
.
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