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Sei im Folgenden A := C[S,,] die Gruppenalgebra von S, iiber C.

Def. 1: Eine Partition von n € N ist ein Tupel A := (A1,..., Ag) mit Ay,..., A €N AL > ... > A > 1
und n =AM +...+ \s.

Bsp. 1: Partitionen fiir n = 3: (3),(2,1),(1,1,1)

Bem.: Partitionen konnen lexikografisch geordnet werden: Seien A = (A1,..., ) und g = (p1,...,m)
Partitionen von n € N. A > p & 37 € {1,... min{k,I}} : X\; > pj, i =p; Vie {1,...,5 -1}

Def. 2: Das Young-Diagramm zu einer Partition A\ = (A1,..., ;) hat k linksbiindige Zeilen mit \;
Boxen in der i-ten Zeile.

Bsp. 2: Young-Diagramm zu (2,2,1) :

Def. 3: Ein Tableau T zu einem Young-Diagramm ist eine Nummerierung der Boxen mit den Zahlen
1,...,n. T(i,j) bezeichne den Eintrag an Position (i, j).

Bsp. 3: Tableaus zu obigem Young-Diagramm:

Def. 4: Sei g € S, und T ein Tableau. Definiere Tableau ¢T" durch: T'(i,j) = o < ¢gT'(i, ) = g(a).
Bsp. 4: T, = (1)(23)(45)Ty

Def. 5: Pr := {g € S,, | g permutiert nur innerhalb der Zeilen von T} ist die Untergruppe der Zei-
lenpermutationen.

Qr :={g € S, | g permutiert nur innerhalb der Spalten von T'} ist die Untergruppe der Spaltenpermu-
tationen.

Bsp. 5: Pr, = {(1>7 (1’3)a (275)v (173)(2’5)}7
Qr, ={(1), (1,2), (1,4), (2,4), (1,2,4), (1,4,2), (3,5), (3,5)(1,2), (3,5)(1,4), (3,5)(2,4)
(3,5)(1,2,4), (3,5)(1,4,2)}



Def. 6: Definiere ar := Y. p € A, br := > sgn(q)g € A und c¢r := arbr € A.cr wird als Young-
pEPT q€QT
Symmetrierer bezeichnet.

Theorem

Das Modul Aer = {a-cr | a € A} ist eine irreduzible Darstellung von S,,. Darstellungen, die durch ver-
schiedene Tableaus mit gleichem Diagramm erhalten werden, sind isomorph, aber nicht Darstellungen,
die durch Tableaus verschiedener Diagramme erhalten werden. Alle irreduziblen Darstellungen kénnen
so erhalten werden.

Beweis:

1. Beh.: PT n QT = {(1)}
Bew.: Sei g € Pr N Qr.
= g bewegt kein Element aus dessen Zeile und Spalte.
=g=(1)

2. Beh.: pg # p'q'Vp,p' € Pr¥q,¢' € Qr mit p #p',q # ¢
Bew.: Angenommen 3p,p’ € Priq,qd € Qr:p#p',q# ¢ ,pqg=p'q
=p lp=qdq¢ e PrnQr
=1.Ben. P 0 =¢q'¢ = (1)
=p=p,9q=¢

!

Daraus folgt: ¢ # 0

3. Beh.: Vp € PrVq € Qr : par = arp = ar, (sgn(q)q)br = br(sgn(q)q) = br, per(sgn(q)q) = ¢
Bew.: Seien p € Pr,q € Q.
¢p : Pr — Pr, g — pg ist bijektiv, denn angenommen sie wére nicht injektiv:
Dann 3g,9" € Pr: g # g',¢p(9) = ¢p(g")
=pg=pg =g=4¢g
Also ist ¢, injektiv und damit auch surjektiv.
=par=p >, g= ) pg= ) g=ar
gEPr gePr gEPr
©q 1 Qr — Qr, g (sgn(q)q)g ist bijektiv, denn angenommen sie wére nicht injektiv:
Dann 3g,9" € Q1 : g # ¢',04(9) = ¥q(9")
= (sgn(q)q)g = (sen(q)q)g’ = a9 =q9' = g=4¢
Also ist ¢, injektiv und damit auch surjektiv.
= (sgn(q)g)br = (sgn(q)q) > g= > (sgn(@)g)g= > g="br
9eQT 9eEQT geEQT
Analog: arp = ar, br(sgn(q)q) = br
= per(sgn(q)q) = parbr(sgn(q)q) = arbr = cr

4. Beh.: Seien g, h € S,,, T := gT. Aus T(i,j) = hT(i',5') folgt T'(i,5) = ghg™*T"(i’, ).
Bsp.: g = (135),h = (132)(45) = ghg™! = (14)(235)
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Bew.: a:=T(,j) =hT({',5),8:=T,j)
= h(ﬁ) = Q, (a) = T/(i’j)ag(ﬁ) = T/(i/hj/)
= ghg™'T'(¢",j") = ghg~'g(B) = gh(B) = g(@) = T"(i, j)



5. Beh.:Vg € S, : Pyr = gPrg= ', Qo1 = 9Qrg ™', cyr = gerg™!

Bew.: Sei p € Pp,g € S,.

= T(Z’j) = pT(ivj/)

=4 Ben. 9T(i,§) = gpg "' 9T (i, j")

= T(i,j) =g 9T, 3) = g 'gpg~ 9T (i,5") = pT'(i,5")
Also: p € Pr gdw. gpg~* € Pyr

= PgT = gPTgil
Analog: Qgr = gQrg~

= cyr = agrbyr = ( > p) ( > sgn(q)q> = > sen(gpg= > sgn(q)gpg'gag!

pEPyT q€Qqr PEP,T,q€EQqT PEPT,qEQT

1

=g < > Sgn(q)pq> g rt=g| X p) > Sgn(q)q> g ' = garbrg! = gerg™?
pPEPT,qEQT pEPT qEQT

6. Beh.: Vg € Sy, : Acy = Acyr
Bew.: Mit 5. Beh. folgt: Ac,r = Agerg™' = Acerg™ = Acr,
da ¢ : Acy — Acyr,x — xg~! bijektiv ist.
Beweis der Injektivitit wie bei 3. Beh.

Sei y € Acyr. Setze z :=yg € Acy. = () =29~ = ygg~!

= y. = ¢ ist surjektiv.

7. Beh.: Vg € S, : ¢ ¢ PrQr = Es gibt zwei verschiedene Zahlen in derselben Zeile in 7' und in
derselben Spalte in g7
Bew.: Angenommen es géibe keine solche zwei Zahlen.
=- Alle Zahlen der 1. Spalte von g7 sind in verschiedenen Zeilen in 7'
= dp; € Pr : alle diese Zahlen sind 1. Spalte von p; 7.
Vorgehen wiederholen = dp € Pp : Spalten von g7 und pT enthalten die gleichen Zahlen
=3¢ € Qpr : gT = ¢'pT
=5 Beh. 3¢ € Q7 : ¢ = pgp~
= gT = pgp~'pT = pqT
=g =pq

1

8. Beh.: Seien A = (Aq,..., Ap) und o = (1, ..., ) Partitionen von n € N und T bzw. T}, zugehorige
Tableaus. Aus A > p folgt ar, xbr, = 0Vr € A und insbesondere cr, ¢, = 0.
Bew.: Es gibt zwei verschiedenen Zahlen o und 8 in derselben Zeile von T und in derselben Spalte
von T,. Ansonsten stiinden die A; Zahlen aus der 1. Zeile von T} in verschiedenen Spalten von T},.
= A1 = p1 und 3q € Q7, : 1. Zeilen von ¢T), und T haben die gleichen Zahlen
Vorgehen wiederholen = Ao = po, . ..
Setze t := (aff) € S, =t € Pr,,t € Qr,
=3. Beh. a1, b1, = (ar,t)(tbr,) = ar, (=br,) = —ar,br,
= ar, bTu =0
Aus 5. Beh. folgt:

Vg€ Snibgr, = > segn(g)g= > sgn(q)ggg ' =g| X sen(g)q) g~ =gbr,g~"
q€EQqgT, q€QT, q€QT,

= aTAng“g_1 = aTAbgTu =0Vg e S,
= Firz= ) agzgc Amit a, € Cgilt: ar,aygbr, = aTAozgngMg_lg = (aTkngMg_l)(agg) =0
gESH

= O,T')\beH = ar, ( ZS Ozgg> bT/» = ZS GTAOéngT,L =0
gESH geESH

= Cry Cr, = ar, (bTA aTu)bTM =0

9. Beh.: Sei z € A, so dass pz(sgn(q)q) = xVp € PrV¥q € Qr. Dann 3y € C: © = vyer.
Bew.: Sei z = ) ag49,a4 € C.
gESn
= =sgn(q)p~'zg" = sgn(q) GZS ag(p~tgqg") = sgn(q) heZS aphghVp € Pr¥q € Qr,
gESn n
da ¢ : S, — Sn, g~ p tgq~! bijektiv (Bew. wie bei 3. Beh.)
= Vg € 8,Vp e PrVq e Qr : apyy = sgn(q)ay, insbesondere oy, = sgn(q)aq)
= Noch zu zeigen: Aus g ¢ PrQr folgt ag =0
=7 Ben. Eis gibt zwei verschiedene Zahlen o« und § in derselben Spalte in T" und in derselben Spalte

in gT.



10.

11.

12.

13.

Setze t := (afB) € Sp, =t € Pp,t € Qgr

=5 Beh. 3¢ € QT 1t =gqg™"

=tg=g9=>tgqg ' =g

= ay =sgn(q )y, = —ay, da ¢ = g~ 'tg Transposition
=0y =0

Beh.: 3y € C\ {0} : ¢ = ver
Bew.: Seien p € Pr,q € Q.
=3. Beh. PC1q = (par)brar(brq) = arbrar(sgn(q)br) = sgn(q)ch
=>9. Beh. H’y eC: C% = ycr.
Zeige: v # 0 :
Seip: A— A,z — zep.
Betrachte Matrixdarstellung B zur C-Basis {g1 := (1),...,9n1},9: € Sn Vi ={1,...,nl}.
Schreibe cp = a1g1 + ... mit a; € CVi = {1,...,nl}:
gicr =c¢r = aig1 +...
= gaCcr = *g1 ‘o192 + ...

= tr(B) = ain! =sgn((1))n! = n!
Betrachte Matrixdarstellung B’ zur C-Basis {v1,...,vn1}, so dass {vy,...,vs} C-Basis von Acy ist.
Vo € Aer : Iy € A:x = yor = zer = yck = yyer =z

viCr = Y1
= ’UfCT = ’)/’Uf
vipier = *+ ...+ *x+ 0
Upl1CT = x+ ...+ x+ 0
= tx(B') = 7 f

3c ecn: B’ =C7'BC
= vf =tr(B") =tr(C~1BC) = tr(C~'CB) = tr(B) = n!
== "7' #0

Beh.: Seien I,I’ C A Module mit A =T@® I und P := {p : A — I | p Projektion }. Dann gilt
pP=].

Bew.: Betrachte ¢ : I — P,b+— pp mit p, : A — I,a — ab. Dann ist ¢ offensichtlich injektiv. Fiir
die Surjektivitit zeige, dass jedes p € P von der Form p(a) = ab mit b € T ist.

Sei also p € P. Setze b :=p(1) € I.

=Vae A:pla)=pla-1)=a-p(l) =ab

Beh.: Acr ist eine irreduzible Darstellung von S,,.
Bew.: Setze fiir I,I, C A: LI := {CL -b | a < Il,b € IQ}
Sei x € crAer = Jy € A x = cryer
=3.Beh. VP € PrVq € Qr :
prq = peryerq = (par)bryar(brq) = arbryar(sgn(q)br) = sgn(q)cryer = sgn(q)z
=9.Beh. 7Y EC:x=~cr
= CTACT - (CCT
Sei I C Aer Unterdarstellung. = ¢pl C epAcr C Cer
Da Cecr eindimensional, gibt es nur 2 Félle:

(a) CTI = (CCT
:>ACT:ACCT:ACTIQAIQI:>I:ACT
(b) erl ={0}

:>I2:IIQACTI:{O}éll_Beh_VbEI:b:bQZOéI:{O}

Beh.: Seien A = (A1, ..., Ag) und p = (@1, ..., ) Partitionen von n € N und T bzw. T}, zugehorige
Tableaus. Aus A # p folgt Acr, 2 Acr,.

Bew.: OBdA sei A > pu.

:10.+8. Beh. CT/\ ACTA = CCTMCT/\ ACTH = aT/\ bT/\ AaTu bTu =0

= ACTA ;ﬁé ACTM



14. Beh.: Jede Konjugationsklasse in S,, entspricht genau einer Partition von n.
Bew.: Jede Permutation kann als Produkt von (paarweise disjunkten) Zykeln geschrieben werden.
1 2 3 45 6
Bsp.:(3 6 5 4 1 2) =(135)(26)(4).
Eine Konjugationsklasse von S, ist die Menge aller Permutationen, die die gleiche Anzahl Zykel
mit je gleicher Lange haben. Denn:
Sei o0 € S, mit Zykeldarstellung o = o7 ... 0.
= gog ' =goig~"...gokg"
= Konjugation erhélt Struktur in Zykeldarstellung
AuBlerdem: Aus einer Permutation koénnen durch Konjugation alle Permutationen mit gleicher
Struktur in der Zykeldarstellung erhalten werden.
Ordne nun der Konjugationsklasse von o = o7 ... 0 (mit absteigend nach der Lénge sortierten Zy-
keln) die Partition (|o1], ..., |ok|) zu, wobei |o;| die Lidnge von Zykel o; bezeichne (Vj € {1,...,k}).

Fazit

Da die Anzahl der irreduziblen Darstellungen von S,, der Anzahl der Konjugationsklassen von S,, und
damit der Anzahl der Partitionen von n entspricht und wir gesehen haben, dass zu jeder Partition genau
eine irreduzible Darstellung gehort, ist das Theorem bewiesen.



