


Improvisieren lernen

Statt ALLE Skalen (Tonleitern) zu lernen:

Ordne Skalen systematisch

ldee: Wdahle einige Skalen als
Ubrige Skalen sind

Welche Skalen sind als Grundfarben geeignet?



Improvisieren lernen
Sprache Malerei Musik

26 Buchstaben/8 Satz- | 3 Primirfarben (gelb, blau, = 57 nichtchroma-
elemente (Substantive,.. rot, plus schwarz, weiss) tische Skalen
Verben, Adjektive...)

Mischfarben Mischskalen, chro-

matische Durch-

gange

Sitze Bilder Melodien



Tonsystem

Definition
Eine ist eine Teilmenge von
{c7 Cﬁ? D7 Dﬂ? E? F? Fﬂ? GJ Gh? AJ Aﬁ? H}'



Zyklische Tonordnung

C-Dur-Skala mit
Intervallfolge
2-2-1-2-2-2-1

oder

naturlich a-Moll
mit
Intervallfolge
2-1-2-2-1a2

Ganztonschritt Hallbtonschritt



Chromatische Skala




Grundfarben

Definition (Ernst Ulrich Deuker)
Eine Skala heiBt nicht-chromatisch, falisibire

Intervallfolge keine 2 aufeinanderfolgenden
Halbtonschritte enthalt.

Beispiel Gegenbeispiel



Grundfarben

Definition (Ernst Ulrich Deuker)

Eine Skala heiBt maximal nicht-chromalisch, falls sie
nicht-chromatisch ist und in keiner anderen
nicht-chromatischen Skala enthalten ist.

Beispiel Gegenbeispiel



Eine Frage:

Welche Skalen sind maximal
nicht-chromatisch?

Nun eine Antwort. ..



Mathematische Perspektive
Definition

Ein auf einer Grundmenge G ist
eine Menge K von endlichen Teilmengen von G,

sodass fur jede Menge M € K und jede Teilmenge
I € M gilt, dass auch T € K ist.
Beispiel

GE 0152}

Iy = {{0, 1}, {2}} ist KEIN Simplizialkomplex

Ko = {{0, 1},{0}, {1}, {2}, 0} ist Simplizialkomplex



Mathematische Perspektive
Definition
Ein auf einer Grundmenge G ist
eine Menge K von endlichen Teilmengen von G,
sodass fur jede Menge M € K und jede Teilmenge
I € M gilt, dass auch T € K ist.
Beispiel

G 40,12}

Iy = {{0, 1}, {2}} ist KEIN Simplizialkomplex

Ko = {{0, 1},{0}, {1}, {2}, 0} ist Simplizialkomplex

g = {C7 Ch? D? Dﬁ? E7 F? Fﬂ? G? Gﬁ? A7 Aﬂ? H}
Kne = {S C G | S ist nicht-chromatisch } ist
Simplizialkomplex



Was ist ein Simplex?

O-dimensio- 1-dimensio-  2-dimensio-  3-dimensio-
naler Simplex naler Simplex naler Simplex naler Simplex

{0} {0, 1} {0, 1,2¢ {0, 1,2, 3}

Beispiel
Simplizialkomplex K, = {{0, 1},{0},{1},{2}, 0}




Erste Info: f-Vektor
Definition
Wir bezeichnen mit f, die Anzahl der.n-dimensionalen
Simplizes in einem gegebenen Simplizialkomplex K.
Die Liste (f_1, fo,f55%>, - . .) heiBt von K.

Beispiel
K> = {{0, 1},{0}, {1}, {2}, 0} hat f-Vekfor (1,3, 1)




Erste Info: f-Vektor

Definition
Wir bezeichnen mit f, die Anzahl der.n-dimensionalen
Simplizes in einem gegebenen Simplizialkomplex K.

Die Liste (f_1.fo, fi, T2, . ..) heiBt von K.
Beispiel
K> = {{0,1},{0}, {1}, {2}, 0} hat f-Vektor (1,3, 1)

Kne = {S C G | S ist nicht-chromatisch } hat
f-Vektor

(o266, 208, 399, 486, 28272, W
(f*'|7 f07 f]? f27 f37 f47 f57 f67 f7)

Es gibt keine nicht-chromatische Skala mit 9 oder
mehr Tonen.



Facetten

Definition

Eine Menge M in einem Simplizialkomplex K ist eine

von K, falls es keine andere Menge in IC gibt,
die M enthalt,

Beispiel
Ko = {{0,1},{0}, {1}, {2}, 0} hat Facetten {0, 1}

[0 O O und {2}




Facetten

Definition

Eine Menge M in einem Simplizialkomplex K ist eine

von K, falls es keine andere Menge in IC gibt,
die M enthalt,

Beispiel
Ko = {{0,1},{0}, {1}, {2}, 0} hat Facetten {0, 1}
0 0 e und {2}

Die maximal nicht-chromatischen Skalen
sind die Facetten von

Kne = {S C G | S ist nicht-chromatisch }.




Facetten von e

f-Vektor

01, 12, 664 208, 399, 456 £c8w /0 3)
(f—]v va f]a f27 f37 f4> f57 f67 f7)

Es gibt keine nicht-chromatische Skala mit @ oder
mehr Ténen.

Es gibt 3 Facetten mit 8 Ténen.

Es gibt mindestens 48(= 72 — 3 - 8) Facetten mit 7
Ténen (z.B. C-Dun).



KCne hat genau 57 Facetten:

Facetten von e

Anzahl Anzahl
Tone Intervallfolge  Skalen Name
8 2-1-2-1-2-1-2-1 ) vermindert
7 2-2-1-2-2-2-1 12 Dur
7 2-1-2-2-2-2-1 12 melodisch Moll
7 2-1-2-2-1-3-1 12 harmonisch Moll
4 2-2-1-2-1-3-1 12 harmonisch Dur
6 2-2-2-2-2-2 2 Ganzton
6 1-3-1-3-1-3 4 ubermdaBig







Dur & Moll




Ganzton- & tibermdifsige Skala




Grundfarben

Definition (Ernst Ulrich Deuker)
Eine Skala heiBt nicht-chromatisch, falisibire

Intervallfolge keine 2 aufeinanderfolgenden
Halbtonschritte enthalt.

Beispiel Gegenbeispiel



Grundfarben

Definition (Ernst Ulrich Deuker)

Eine Skala heiBt maximal nicht-chromalisch, falls sie
nicht-chromatisch ist und in keiner anderen
nicht-chromatischen Skala enthalten ist.

Beispiel Gegenbeispiel



Eine Frage:

Welche Skalen sind maximal
nicht-chromatisch?

Nun eine Antwort. ..



Der Simplizialkomplex

IC NC der

nicht-chromatischen Skalen

hat genau 57 Facetten:

Anzahl Anzahl

Tone Intervdllifolge  Skalen Name
8 2-1-2-1-2-1-2-1 3 vermindert
7 2-2-1-2-2-2-1 12 Dur
;i 2-1-2-2-2-2-1 12 melodisch Moll
7/ 2-1-2-2-1-3-1 12 harmonisch Mol
7 2-2-1-2-1-3-1 2 harmonisch Dur
6 2-2-2-2-2-2 2 Ganzton
6 1-3-1-3-1-3 4 ubermdaBig

f-Vektor:

1. 12 66..208, 399, 456, 2827 S
R R T T T T )






Dur & Moll




Ganzton- & tibermdifsige Skala




Frage eines

Welche Topologie hat der
Simplizialkomplex KCnc?

antworten gemeinsam. . .



Topologie: Locher zcihlen

Welche
Eigenschaften von
R&umen bleiben
erhalten, wenn man
diese dehnt, staucht,
biegt oder verzert?
(Operationen wie
Zerschneiden oder
Zusammenkleben
sind nicht erlaubt.)

)

-

Anzahl von Lochern

(Gemeinfrei,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1236079)



Topologie: Locher zcéihlen

ﬁg,a@

74




Locher in Simpliziallkcornplexen

Ki=10,1,2},{0,1},{0,2},  K,={{0,1},{G,2},{1,2},
{1,2}, {0}, {1},{2},0} {0}, {1}, {2}, 0}

hat keine Locher hat ein 1-dimensionales Loch

SRSCHena, |, 2] Facetten: {0,1},{0,2},{1,2}



Locher in Simplizialkornplexen

4

(als solides Objekt) (als hohles Objekt)
hat keine Locher hat ein 2-dimensionales Loch
Facetten: {0, 1,2, 3} Facetten:

{0, 1,2},{0, 1, 3}, 10, 2uddaafl?” 2 |



Locher in Simplizialkomplexen

hat drel 1-dimensionale  (als hohles Objekt)

Locher hat ein 2-dimensionales Loch
Facetten: Facetten:
10lbaalla2d {0, 3], {0,1,2},{0, 1, 3740, 2:8% { 1480}

SR {23 )



t Locher zcdhlen?

(b) B2 1.05@800C;SC

: rberhauéo

(c) B3 1.05@B00C;AC f'
— - _

(Muszka, Hodgson,

Maijta, 2009)




Lécher in e

Kne hat genau 3 Locher der Dimension §

D.h. jedes Loch hat auf dem Rand
Hexatoniken (= Skalen mit 6 Tdnen)



Locher in Knc

Kne hat genau 3 Locher der Dimension §

» D.h. jedes Loch hat auf dem Rand
Hexatoniken (= Skalen mit 6 Tdnen)

m Aus topologischer Sicht bilden die Randskalen
eines Loches eine 5-dimensionale Sphdre
(d.h. den Rand einer 6-dimensionalen Kugel)

2-dim. Kugel 1-dim. Sphare



Locher in Knc

Kne hat genau 3 Locher der Dimension

» D.h. jedes Loch hat auf dem Rand
Hexatoniken (= Skalen mit 6 Tdnen)

m Aus topologischer Sicht bilden die Randskalen
eines Loches eine 5-dimensionale Sphdre
(d.h. den Rand einer 6-dimensionalen Kugel)

Die 4 Dreiecke auf dem
Rand eines Tetraeders
bilden eine topologische
2-dimensionale Sphare.




Was ist die Bedeutung der Locher?

Messiaens Skala (rechts)
hat 9 Tone

enthdlt 27
nicht-chromatische
Skalen mit 6 Tonen

Diese 27 Skalen formen den Rand fur ein Loch.



4 Messiaen-Skalen

ﬂ



sk

» Lo

5



Warum nur 3 Locher?

Man kann immer nur 3 Locher gleichzeitig “sehen”



Warum nur 3 Locher?

Man kann immer nur 3 Locher gleichzeitig “sehen”

Aus mathematischer Sicht:
Die 4 Messiaen-Locher sind linear abhdngig.
Je 3 davon sind linear unabhdngig.






Wie sind die Lécher angeordnet?
Der Schnitt der Rnder von 2 Lochern ist eine
rmaximal nicht-chromatische Hexatonik
(also eine Facette von Kne!)

Anzahl Anzahl
Tone Intervallfolge  Skalen Name
8 2-1-2-1-2-1-2-1 3 vermindert
7 2-2-1-2-2-2-1 12 Dur
7 2-1-2-2-2-2-1 12 melodisch Moll
7 2-1-2-2-1-3-1 12 harmonisch Moll
7 2-2-1-2-1-3-1 12 harmonisch Dur
6 2-2-2-2-2-2 2 Ganzion
6 1-3-1-3-1-3 4 UbermaBig







Wie sind die Lécher angeordnet?
Der Schnitt der Ronder von 2 Lochern ist eine
maximal nicht-chromatische Hexatonik
(also eine Facette von KCnc!)

Anzahl Anzahl
Tone Intervallfolge  Skalen Name
8 2-1-2-1-2-1-2-1 3 vermindert
7 2-2-1-2-2-2-1 12 Dur
7 2-1-2-2-2-2-1 12 melodisch Moll
7 2-1-2-2-1-3-1 12 harmonisch Mall
7 2-2-1-2-1-3-1 12 harmonisch Dur
6 2-2-2-2-2-2 2 Ganzton
6 1-3-1-3-1-3 4 ibermdBig

Der Schnift der R&nder von mind.
2 Lochern ist ein Simplex



Wo sind die Facetten mit
7 und 8 Tonen?



Wo sind die Facetten mit
7 und 8 Tonen?

Sie sitzen auBen um dieLécher &L
herum!



Wo sind die Facetten mit
7 und 8 Tonen?

Sie sifzen auBen um die Locher &7 .
herum! RO R L

Wir kbnnen sie mit aus dem

Simplizialkomplex entfernen,
ohne die Topologie zu verandern. f f f i
e






	anm0: 


